Conférence Ben

En écoutantClaude Benzaken,on ne s'ennuiejamais; ne serait-ceque le
spectacle ! lin'en va pasde mémeavectousles orateurs.Qui, honnétementparmi
VOUS ne s'est jamais ennuyé en écoutant un exposé de mathématiques ?

Peut-étre est-ce le cas présentement, alors que je n'ai encore rien dit ?

Toujours est-il qu'ilm'estarrivé de m'ennuyer.Quefaire alors si on n'a pas
pris la précautionde se mettre presde la sortie pour s'éclipseren douce,ou si la
sortie est juste derriere le conférencier ?

Personnellement je gribouille gambergeJ'élucubre(toujoursdiscrétement,
ca va de soi !).

Voici un résultat de mes élucubrations :

Trous de serrure

Etantdonnéun rectanglequadrillé a m lignes et n colonnes,on se propose
d’étudier les partitionsle ce rectangleen deux partsforméesde carreauxcontigus,
par les cotés: I'une blanche |'autre noire telles que la partie noire, dite trou de
serrure, soit un trou connexesanstrou dansla partie blancheet que, dansle
rectangle initial, il n’existe pas de carré 2x2 d'un des types :

N ="t".

Exemples :

Montrer que

1 - Si m et n sont pairs tous les deux alors il n'existe pdsodede serrure
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2 - Si m ou n estmpair alorstouslestrous de serrure comportentle méme
nombre de carreaux. Exactement (m-1)(n-1)/2 - 1
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Preuve

En fait, un trou de serrure (partie noire) est un arbre de p carreaux
juxtaposés.Commetel son demi-périmétreP vaut p+1, indépendammente sa
forme.

De méme,le complémentairgpartie blanche)est presqueun arbre (disons
arbre-anneawimple)de q carreauxjuxtaposésCommetel son demi-périmétreQ
vaut g, indépendamment de sa forme.

Or Q=P+ m+n car le périmetre de la partie blanche est le périmd&e de
partie noire augmenté du périmetre du rectangle initial.

Ainsi:Q=g=P+m+n=p+m+n+1, avec p + q =(mombretotal de
carreaux).

Donc 2g=mn+m+n+1=(m+l)(n+l) et 2p=mn-m-n-1
Ce qui explicite les résultats énoncés.
Relances (a la Fraissé)
I Deux trous de serrure sodits voisinslorsqueleur différencesymeétriqueest
constitué de deux carreawaytrementdit quelorsqueon passeade I'un a l'autre en
déplacant un seul carreau noir.

Combien le graphe des voisinages a-t-il de composantes connexes ?

Il On peutpercerun trou de serrureen acceptangu'il comportelui-méme un
trou connexe sans trou de couleur blanche. On parle alors de trou de serrure pe

On démontre alors facilement que :

1 - Si m et nsontpairstouslesdeuxalorsil nexistepasde trou de serrure
percé
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2 - Si m ou n est impair alot®uslestrous de serrure percéscomportentle
méme nombre de carreaux. Exactement (m-1)(n-1)/2
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Il Que peut-on dire, lorsqu'on s'autorise plusieurs niveaux de percement ?
Plus généralement, appelotrou de serrure généraliséne partition d'un

quadrillage rectangulaire (m,n), en carreaux noirblancstel queles carreauxdu
bord soient blancs et qu'il n’existe pas de carré 2x2 d'un des types :

N ="t".

Voici un résultat trés simple :

1 - Si m et nsontpairstouslesdeuxalorsil n'existepasde trou de serrure
généralisé

2 - Sim ou n est impair alors, en notant N le nombre de carreaux fdes,
nombre de trous blancs et C le nombre de composantes connexes noitesidian
serrure généraliséon a :

N=(m-1)(n-1)/2+T-C

Exemple

Pour le trou de serrure généraliséreprésentéci-dessouson a m = 37
n=25,T=6, C=9 . Effectivement N =429=18*24 + 6 - 9 .
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